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§0．はじめに
筆者はこれまで，数学教育におけるコンピュータ利
用の研究として，主にその教具的利用，問題解決の道
具としての利用を調べてきた。1）それは，従来の算数・
数学科内容をコンピュータという新しい道具で教えよ
う′とする利用法ではなく，コンピュータにともなった
新しい「考え方」の育成を意図していたものである。
コンピュータにともなう新しい考え方とは，F一体何で
あるのか，その数学教育的意義は何処にあるのか。本
稿は，その点に焦点を当て，コンピュータ利用により
取扱いが可能となる数学的考え方の具体例を示し，そ
の考察を行うものである。
§1．アルゴリズム的数学と弁証法的数学
アルゴリズム的な数学と弁証法的な数学との間の観
点の相違を説明するために1つの例を示そう。2）
「方程式Ⅹ2＝2の解を求める問題を考えよう。」
さて，この間題に対する2つの解答を示そう。
〔解1〕数XがX2＝2の解ならばⅩ＝2／Xが成
り立つことに注意しよう。さて，Xが幾らか不正確，
たとえば過小評価，であるならば，2／Xは過大評
価である。少しの思考の後に誰でも思い浮かぶことは，
過小評価と過大評価の中間はXと2／Xのいずれよ
りもよい評価となることである。定式化して，Ⅹ1，X2，
…‥を
X。＋1＝÷（X。＋2／X。），n＝1，2，
によって次々に定義される数列としよう。Xlが任意
の正数であれば∴数列Ⅹ1，Ⅹ2，……は2位の速さで
！首に収束する。（2位の収束とは小数の正確な数字の
数が逐次ごとに2倍になることである。）
例えば，Ⅹ1＝1から始めよう。すると，Ⅹ2＝1．5，
Ⅹ3＝1．41666……，Ⅹ4＝1．414215686……である。こ
れが，問題に対する手段もしくはアルゴリズムである。
アルゴリズムはただ足し算と割り算によって行われ，
実数系の完全な理論を必要としない。
〔解2〕関数Y＝Ⅹ2－2のグラフを考えよう。グラ
フは実は放物線であるが，これは重要ではない。Ⅹ＝
1のとき，Y＝－1であり，Ⅹ＝2のときY＝2であ
る。Xが1から2まで連続的に動くにつれて，Yは
負から正の値に連続的に動く。故に，1と2との間の
何処かにY＝0，すなわち，Ⅹ2＝2となるXの値が
あるに違いない。解は今や完全である。議論の詳細は
実数系及びその系の上に定義される連続関数の諸惟質
によって与えられる。
解1はアルゴリズム的な数学である。解2は弁証法
的な数学である。ある意味では，解1も解2も完全な
解ではない。解1は段々よい近似を与えるが，ある点
で停止するときは10進法での正確な解は得られない。
解2は正確な解が「存在する」ことをわれわれに告げ
るが，それが言うのは1と2との間に解があるという
ことだけである。弁証法的解は存在的解と呼んだらよ
かろう。
アルゴリズム的数学と弁証法的数学について，P．
Henriciはこう述べている。≪弁証法的数学（dialectic
mathematics）は厳密に論理的な科学である。そこで
は命題は真か偽のどちらかであり，また特定な諸性質
を持った対象が存在するかしないか，のどちらかであ
る。アルゴリズム的数学（algorithmicmathematics）
は問題を解くための道具である。そこではわれわれは
数学の対象の存在だけでなく，それの存在の証明にも
関心を持つ。弁証法的数学はそれについての高度の含
意がなされている諸規則に沿って演じられる知的ゲー
ムである。アルゴリズム的数学のゲームの諸規則は，
研究問題の緊急度に応じて変わるであろう。もしわれ
われが軌道が弁証法的厳密さで計算されるべきである
と主張していたなら，決して人間を月面に置くことは
できなかったであろう。諸規則は利用できる計算装置
によっても変わるであろう。弁証法的数学は沈思を歓
迎する。アルゴリズム的数学は行動を歓迎する。弁証
法的数学は洞察を生成する。アルゴリズム的数学は諸
結果を生成する。≫3）
§2．数億解と記号解
実際の問題解決場面では，何らかの数値，あるいは
その数値を見つけるための効果的手続きを要求する場
合が多い。即ち，問題解決問題のあるものは有効に機
能するアルゴリズムの作成が必要であり，そのアルゴ
リズムの実行により問題が解決されることが多いよう
である。一方，数学的アイディアのあるものはアルゴ
リズムの存在自体を問題とせず，あるいは一旦思考の
外においてその理論を発展させている。例えば，「n
次の多項式はn個の解を持つ」という代数学の基本
定理は，その定理も証明も解の求め方に付いては何も
示していない。また，微積分学における中間値の定理
は，f（b）－f（a）＝f′（Z）（b－a）となるZ∈（a，b）の
存在を示しているが，そのZの値の求め方については
何も言及していない。
勿論，これらの定理は数学的には重要な意味をもつ
ものであるし，実用性が直接ないからといってその価
値を問うことは論外であろう。しかし，実際の問題場
面では解の存在性よりも，解そのものについての情報
が欲しいのである。
さて，数学的，あるいは一般の問題の解としては，
2つのレベルの解が存在する。それは，
（1）数値解（原始解）
（2）記号解
の2つである。これらの違いを，数学に限って考え説
明しよう。
まず，数値解は，一般的には原始解と呼ばれるもの
で，「数というものは，その大きさがつかめるように
10進数の形で表現されていなければならない」4）とい
う考えに立っている。そして，この条件にあっていな
い数の表現をすべて記号解と呼ぶ。例えば，よく見な
れた⊥ヤー1なども記号解である。一見変に感じるか
2　7
も知れないが・1面「等は，「1223を262で割って得ら
れた数」の意味しか持っていない。また，COS（40。）
は「余弦関数を400に適用して得られる数」を表して
いる。つまり，記号解とはアルゴリズムの記述，ある
いは定義であり，一方数値解とは10進法で表された数
のことである。
1つの特徴的例を示そう。
「1辺3の正方形の面積を求めよ。」
〔解〕新しい関数Easyoutと言うものを定義し，そ
れをEO（T）で表し，この関数の定義をEO（3）がこの
間題に対する解であるとする。こうすると，解は，も
ちろん
解＝EO（3）
である。
この解が数学的には全く正しいが，この間題の解と
1223
（5目
してはナンセンスなことは明白である。この場合に要
求される解は，当然3×3，「3を2乗する」である。
上の解は，典型的な記号解である。
さらに，ここで注意しておこう。記号解のアルゴリ
ズムを実行しても，数値解に必ず至るわけではない。
それどころか，本来，記号解はある種の問題を原理的
に数値解の使用だけでは解けない場合に，その正確な
解の記述のために導入されているのである。故に，数
値解と記号解の間には根元的ギャップが存在する。
そのギャップを埋めるために，従来は数表，計算尺，
新しいところでは関数電卓などが用いられた。最近で
は，コンピュータ・アルゴリズムを駆使した数値解析
の理論がそれに貢献している。
§3．アルゴリズム・モデルの操作
≪同じレール上を2台の列車が30マイルはなれた地
点から，それぞれ時速30マイルの速さで接近している。
鳥が時速40マイルの速さで列車の間を往復したとする
と，列車が衝突するまでには鳥は何マイル飛んだこと
になるか。≫5）
A．（方程式モデル）
Ⅹ　　　　30
40　　30＋30
B．（アルゴリズム・モデル）
ao三千×40
a。＝÷×a。－1
（飛行距離）＝ao＋al十a2‥
Aの解答の方が，Bの解答よりも「よし」とされる
のは一体何故であろう。考えられることは，Bの解答
では鉛筆だけを使った手計算では，答えが求められな
いからであろう。しかし実際には，Bの解答のような
考え方を思いつく子供も多いわけであり，その子供の
考え方をむげに否定する理由は何処にもない。Bの解
答にはそれなりのアイディアがある。それは，鳥が反
転するごとの飛行距離を前後の関係から求めようと考
えることであり，「再帰手続き」の考え方にも通じる
ものがある。
Aの解答とBの解答にはその発想からして異なるも
のがあるが，その発想の違いは操作の違いとなって現
れてくる。Aでは求めるべきものをXと置いている
ので，子供は式を変形・操作してそのXを一目散に
求めて行けばよい。ところがBでは，求めるものはao，
al，…・を次々に計算した後に，それらをたして行
かなければならなく，いつまでその計算をしなければ
ならないか分かっていない。しかし，やるべき操作は
ハッキリしているので，実験的にやってみて，答えの
大体の予想はつけられるであろう。つまり，Aでの操
752）
作は式を変形することであり，Bでの操作はモデルに
表されたアルゴリズムを実行することである。ここで
注Hすべき点は，Aの式には行うべき操作（式変形）
の手続きは何も表されておらず，ただ方程式の操作に
習熟した者がその操作を方程式から読み取っているの
であり，Bの式には実行すべき操作そのものが表され
ているという点である。
従来，Bのような考え方が扱い難かった原因として，
実行手段の欠如が考えられよう。卓上計算機を使うに
してもこのような反復的計算にはかなりの時間がかか
るであろうし，計算結果をいちいち書き留めておかな
ければならないのも面倒である。また，従来のように
紙と鉛筆が主な計算道具の世界では，Bのような考え
方自体の価値も少なくなってしまうのであろう。
一方，コンピュータ科学やその利用においては，B
のような考え方が重要なのであり，それはコンピュー
タの機能特性に原閃している。従って，コンピュータ
の特性を活かし，その利用方法を数学教育に導入しよ
うとする場合，Bのような考え方も生かせるような利
用法を考えたいものである。
§4．コンピュータ利用で育成可能な考え方
ここまで，アルゴリズム的数学とそこで扱われるモ
デル，．および数値解について，具体例を交えながら説
明してきた。それらはコンビュ・一夕と深く結びついた
内容であるし，数学教育におけるコンピュータ利用で
取り扱うことが可能となる内容であると，筆者が考え
ているものである。
さて，コンピュータを利用しそれらの内容を取り扱
うことが教育的にどのような意味を持つのであろう
か。そこで用いられる「考え方」の説明を交えながら，
その点を考察してみたい。
（1）アルゴリズム数学的考え方
アルゴリズム数学の諸規則は，それを実行する方法
（道具）によって異なってくる。また，解決すべき問
題の緊急度によっても，それは異なってくる。より強
力な実行手段が与えられれば，その諸規則は柔軟なも
のとなろうし，問題の緊急度が増せば，それに対処で
きる新しい方法が導入されよう。このように，アルゴ
リズム数学の諸規則はダイナミック（力動的）なもの
である。
また，アルゴリズム数学の諸規則は，問題の具体的
解決方法を研究するものである。つまり，答えを出す
ための実際的方法を第一とするものである。その方法
は，有限の材料を使い，有限のステップで遂行できる
ものでなくてはならない。
このように，問題とそれを解決するために使用でき
る道具によって，その解決方法を決定したり，具体的
にその答えを求めるための方法を実行可能なかたちで
求めなければならないというのが，アルゴリズム数学
で大切な考え方であろう。そして，コンピュータの利
用は，そういったアルゴリズムの実行手段として強力
な道具となるものである．。
（2）数億解を求める考え方
元来，数学のなかには数値的な問題を対象とする内
容があるわけで，従来その扱いがあまりなされず，主
に記号解に依存した解法が探られてきた原因として，
数倍解を扱うための膨大な計算処理方法の欠如が考え
られよう。しかし，コンピュータを利用することで，
計算量に対する問題はかなり解決できる。
例えば，無理数の10進数近似や有理数近似は，数学
的にも重要な概念であり，そのような取扱いもコン
ピュータを利用することで容易になる。また，大きな
素数を見つけ出すという問題も，従来，扱い難い問題
の一つであったが，コンピュータを利用することで，
そのように桁数の大きな数を扱う問題の解決方法が与
えられる。
数値解は，何より，その数の大きさが分かりやすい
という利点をもつ。反面，ある種の問題では正確な値
を表せないという欠点をもつ。したがって，そのよう
な数値解の長所短所を正しく理解し，それを用いるに
ふさわしい場面を吟味する必要がある。しかし，あく
までも数値（10進数）にこだわり，問題に対する答え
を数値で求めようとする考え方も重要であろう。
（3）アルゴリズム・モデルという考え方
文章題などの問題を解く場合，方程式などの数学的
モデルがよく用いられる。文章題から，ある特性の間
の関係を見つけ出し，それを式に置き換え，その式を
操作・変形して問題の答えを出すというものである。
しかし，問題から作られるモデルは，§3の例のよう
に方程式だけではなく，答えを求める手続きを直接表
現したアルゴリズム・モデルもあるわけである。
コンピュータ利用を前提としたアルゴリズム・モデ
ルは，答えを出すための計算や手続きの実行を，はじ
めからコンピュータに任せようとするものである。
従って，方程式モデルを作るときのように，それを解
く自分の手間を考える必要はない。コンピュータに実
行可能な手続きであるかを注意すればよいのである。
また，アルゴリズム・モデルが完成すれば人間のやる
べき作業は終わり，後はコンピュータの実行結果を見
て，誤りがある場合は，もとのモデルに修正を加えて
行けばよいのである。つまり，アルゴリズム・モデル
自体が問題の答えとなっているのである。
方程式モデルが四則演算やベキ乗，ベキ根などの計
算方法に依存するように，アルゴリズム・モデルはコ
ンピュータの能力と使用するプログラミング言語に依
存している。しかし，そのモデル操作は，人間が行う
ものと比較すれば，非常に高速であり，従って，今ま
で実行時間などの関係で扱えなかった問題も，アルダ
リズム・モデルをコンピュータに実行させることで解
決できよう。
§5．「メタ手続き」としての手続き反省
さて，以上のような「考え方」を育成する中で，一
体何を意図した学習が可能なのであろうか。それは，
「手続き」を対象とした学習と，それにともなう「手
続き反省の手続き（メタ手続き）」の学習であると，
筆者は考えている。
（り　説明することによって学ぶ学習
コンピュータに何らかの作業をさせようとする場
合，その作業の手続きをコンピュータに「説明」する
必要がある。しかも，その説明は暖味なところや矛盾
したところがあってはならない。従って，生徒はその
作業についての明確な手続きを認識しなければならな
いのであり，ただなんとなくやっていたことにも，よ
り注意深い考察が必要になってくる。
≪ある事柄をよく知っているかどうかを調べる最良
の方法の1つは，誰か他の人に説明できるかどうか試
してみることである。言いかえれば，説明の仕方を学
ぶことが，物事を学ぶ最良の方法の1つである≫6）
従って，コンピュータにある作業の手続きを「説明」
することは，物事のより深い理解を与えるものと言え
よう。
（2）「手続き」を表現する学習
従来，生徒にとって，ある事の「手続き」は自分が
できればよいものであり，それは自分の理解で納得し
ていればよいものであった。例えば，2次方程式の解
法は，教師が説明する手続きを理解し覚え，実際に自
分も2次方程式が解ければよいのであって，その手続
きを誰かに説明できる必要はないのである。
しかし，コンピュータに何かをさせようとすれば，
その「手続き」の説明が必要になる。しかも，「手続き」
を正確で明確に「表現」する必要がある。コンピュー
タ・アルゴリズムの作成は正に「手続き」の表現活動
であり，それを通して，「手続き」を客観的に表現す
るという考え方が育成できると考えられる。つまり，
コンピュータ・アルゴリズムの作成は「手続き」の正
確な表現の必要性を感じさせ，その方法を与えるもの
である。
（3）「手続き」を反省する手続き（メタ手続き）の
学習
（53）
問題解決の一般的ストラテジーとして，解決方法，
即ち，解決手続きの発見，修正，変更，応用という，
いわば「手続きを生み出し反省する手続き」が考えら
れよう。
≪1つの問題を解くことにより，その間題が解ける
プロセスを監視（モニタ）する手続きを明らかにし，
異なる問題においても，以前よりも「より知的に」解
けるような知恵を作り出す手続きを持たねばならない
のである。≫7）
そして，コンピュータ・アルゴリズムは手続きの反
省を可能にするものである。なぜならば，記述された
コンピュータ・アルゴリズムは手続きそのものである
ので，それを修正，変更，応用して行くことは手続き
の反省に他ならないからである。即ち，手続きを直接，
「操作」する手だてを持つことができるのである。し
かも，そうした「操作」の結果はコンピュータに実行
させてみることで，すくに知ることができるのである。
従って，コンピュータアルゴリズムの学習は，「手
続き」そのものを考察の対象とすることを可能にし，
「手続きを反省する手続き（メタ手続き）」を意識さ
せるものと言えよう。
以上のように，手続きを反省しそれに手を加えるこ
とは，手続きの操作であり，それは，ある日的作業の
コントロールであると考えられる。つまり，「メタ手
続き」は，手続きそのものを思考の対象とする活動で
あるといえよう。
手続きを説明する，表現する，反省する，といった
学習は，従来も行われていたものであり，何もコン
ピュータ利用によって初めて可能となるものではな
い。しかし，従来の手続き説明，表現，反省は，主に
教師と生徒の間で行われていたものであり，ここで説
明したものはコンピュータと生徒の間で行われるもの
である。その違いを，以下の表に筆者なりの言葉でま
とめてみた。
従来の学習　　　　コンピュータ利用による学習
説明の対象　教師に
友達に
（間違うとはずかしい）
コンピュータに
（はずかしがる必要はない）
表現の手段l言葉で　　　　　　　　　プログラミング言語で
筆記で　　　　　　　　　（曖昧では通じない）
（曖昧でも通じる）
反省の動機　教師や友達の指摘　　　　コンピュータの実行結果
（自分のやり方を修正）　（プログラムを修正）
§6．おわりに
数学教育におけるコンピュータ利用により育成可能
（．54）
となる考え方と，それにともなう「手続き」学習の意
義を考察してきた。それらの考え方や「手続き」学習
の意義は，そこで扱われる学習内容に大きく依存する
ものであろう。しかし，本稿では具体的学習内容や，
その指導方法についての考察がなされていない。この
点に関して，実践面での効果や妥当性を実証的に調査
して行くことを，今後の課題としたいところである。
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TheldeasBeingTaughtwiththeComputerUses
Takahiro KUNIOKA
HiroshimaUniversityGraduateSchooI
Abstract：
Theauterhavestudiedthecomputerusesinmathematicseducation，SpeCially，forainstructionalequlPment
andatoolofproblemsoIvlng・SoImeanttomakeitclearwhatideastheteachercanteachbythecomputeruses
in mathematicalinstruction・In this article，Ifocused on threeideas，thatis，algorithmicmathematics，numerical
SOlutions，andalgorighmicmodels・Thenlwouldexplainthesignificanceofthem．
Theideaofalgorithmicmathematicsis so dynamicthatwe canchange the rulesin accordancewiththe tooI
WhichwecanuseforproblemsoIvings・Theideaofnumericalsolutionsdemandsmanyconcepts：errOr，OVerflow，
COmplexlty，etal・Theideaofalgorithmicmodelspresentsanewmethodwithwhichweareabletoapproachthe
PrOblemthatisdifficulttodealwithinaformermethod，forinstance，equations，
Now，throughthoseideas，Whatispossibletobedevelopedbyourstudents？IthinkthattherearethreepolntS
followlng・
（1）Learningthroughexplaining
Studentscanmorecloselyunderstandthingsthroughexplainlngtheprocedureoftheirworktoacomputer・
（2）Learningofexplainingtheprocedure
Itisnessesaryforstudentstoexplaintheprocedureclearly，Objectively，Whichtheywouldentrustacomputer．
（3）Learninigof“Meta－PrOCedure”：theprocedurewithwhichwerenectontheprocedure，
Computer－algorithmisaVeryprocedure，SOitisareflectionoftheproceduretorecise，Change，andapplylt・
Then，StudentscanhavethemethodtooperateSOmePrOCeduredirectlythroughcomputer－algorithmbyuslnga
COmPuter・
